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Rozprawa doktorska mgr Katarzyny Ryszewskiej napisana zostata pod kierunkiem
prof. Piotra Rybki oraz dr. Adama Kubicy. Jest to dos¢ obszerna dysertacja sporzadzona
w jezyku angielskim, liczaca 139 stron oraz zawierajaca 5 rozdzialow i bibliografi¢. Na
wstepie cheialbym zaznaczy¢, ze wiekszosé wynikow otrzymanych przez Panig Ryszewska
oraz umieszczonych w rozprawie jest oryginalna oraz zostata opublikowana w dobrych
oraz bardzo dobrych czasopismach matematycznych. W sumie sa to trzy prace, ktore
ukazaly sie w Journal of Mathematical Analysis and Applications |2|, Nonlinear Analysis
[3] oraz Mathematical Methods in the Applied Sciences [1|. Na szczegolng uwage zastuguje
fakt, iz dwa pierwsze wymienione artykuty sa samodzielne. Zdecydowanie jest to duzy
sukces doktorantki.

1 Charakterystyka wynikéw

W swojej rozprawie Doktorantka bada wiele kwestii zwiazanych z zagadnieniem Stefana
dla operatoréw nielokalnych zarowno w czasie jak i przestrzeni. Glowna ideg rozumo-
wan jest wykorzystanie teorii potgrup analitycznych dla wymienionych wyzej obiektow.
Dzieki temu mozliwe jest udowodnienie istnienia, jednoznacznosci i regularnosci bada-
nych zagadnieri. Dodatkowo Autorka znajduje dwa jawne rozwigzania dla zagadnien
utamkowych w przestrzeni i w czasie.

Rozdzial pierwszy jest krotkim wprowadzeniem do rozprawy. Zaznaczone sa w nim
rowniez fizyczne motywacje rozpatrywanego zagadnienia Stefana. Sg one gléwnie oparte
na wzglednie nowych pracach Vollera [5, 6, 7|, w ktorych uzasadnione jest uzycie opera-
torow utamkowych do opisu strumienia przeptywu ciepta. W tym rozdziale Doktorantka
opisuje roéwniez pokrotce zawarto$é¢ swojej pracy doktorskiej oraz wskazuje swoje arty-
kuty, w ktorych opublikowata zawarte w niej wyniki.

Kolejny, drugi rozdzial zatytulowany jest ,Introduction”. Zebrane sa w nim pod-
stawowe informacje niezbedne do dokladnego zrozumienia wylozonego dalej materiatu.
Doktorantka zbiera w tej czesci definicje oraz liczne klasyczne rezultaty dotyczace teo-
rii poétgrup analitycznych, utamkowych poteg operatorow (operator Balakrishnana) oraz
operatorow ewolucyjnych. Tutaj rowniez definiuje caltki oraz pochodne utamkowe. Sto-



sujac notacje wybrang przez Autorke sg to: calka utamkowa
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Definicje te sa rozumiane w sensie punktowym i na szczegdlng uwage zastuguje bardzo
dokladana analiza dziedzin okreslonosci powyzszych operatorow. Doktorantka pokazuje
rowniez zwigzek miedzy potega operatora w sensie Balakrishnana oraz pochodnymi utam-
kowymi. Dalej nastepuje wymienienie szeregu wtasnosci operatorow utamkowych. Wiek-
szo$¢ wynikow jest znanych z folkloru jednak dla kompletnosci Doktorantka zamieszcza
dowody wazniejszych z nich, ktére uzupelia gdzieniegdzie swoimi rozumowaniami. Kilka
wynikow zawartych w tej czesci jest oryginalnych. Na przyklad jest to ciekawy Lemat
2.34 o ograniczonosci normy w przestrzeni Sobolewa przez normy zwiazane z pochodnymi
utamkowymi [3]. Po do$¢ doktadnym omowieniu teorii Doktorantka przechodzi do czedci
fizycznej wprowadzenia. Podrozdzialy 2.4 1 2.5 przedstawiajg, kolejno, wyprowadzenia
zagadnienia Stefana w wersji ulamkowej w przestrzeni i w czasie. W skrocie jest to stan-
dardowe zastosowanie prawa zachowania masy do strumienia zawierajacego pochodna,
utamkowa. Rozumowanie jest szczegélowe oraz bardzo porzadne. Czytelnikowi zaintere-
sowanemu fizycznymi podstawami modeli matematycznych, na przyktad Recenzentowi,
brakuje jednak glebszych intuicji zwigzanych z uzyciem operatora Caputo w strumieniu.
Wystarczyloby kilka zdan uzasadniajacych fizyczne powody takiego a nie innego wyboru.
Moja ostrozno$¢ w tej kwestii jest spowodowana ogromnym zalewem prac, ktore sta-
rajg si¢ modelowaé rzeczywiste zjawiska przez operatory nielokalne. Nie rzadko sg one
dodane ,na sile” i nie maja dostatecznie silnych podwalin fizycznych. Jednakze w przy-
padku rozprawy Doktorantki, Czytelnik od razu moze zaspokoi¢ swoje obawy siegajac
do cytowanych prac Vollera. Chcialbym zaznaczy¢, ze powyzszy komentarz w zadnym
stopniu nie wplywa na moja ocene pracy poniewaz jest ona zdecydowanie matematyczna
oraz zawiera wyprowadzenia fizyczne w adekwatnym dla takiej rozprawy stopniu. Na ko-
niec chciatbym nadmieni¢ drobny problem z notacjg dotyczaca operatorow utamkowych
wprowadzona w tym rozdziale, ktory szczegdétowo omowie w czesci drugiej recenzji.

Dalej nastepuje cykl trzech rozdzialow zawierajacych gltowne wyniki rozprawy. Sa to
bardzo obszerne rozumowania wymagajace duzej znajomosci teorii rownan czastkowych,
poOtgrup analitycznych, operatorow utamkowych oraz zagadnien ze swobodnym brzegiem.
Bardzo duzo wynikow wymaga trudnych i technicznych obliczenn oraz sprawnego postu-
giwania sie¢ ulamkowymi przestrzeniami Sobolewa (zdefiniowanymi na przyklad przez
interpolacje). Doktorantka pokazuje tutaj swoj bardzo wysokiej jakosci warsztat mate-
matyczny oraz umiejetno$é¢ przemieszczania sie miedzy réoznymi przestrzeniami funkeyj-
nymi, badania wtasciwosci operatoréw catkowo-rézniczkowych oraz dziatania potgrupami



analitycznymi z wymaganym rygorem matematycznym. Zanim przejde¢ do bardziej szcze-
gotowego opisu wynikéw chciatbym zaznaczy¢, ze wywarly na mnie bardzo dobre wrazenie
oraz pokazaly duzg dojrzalos¢ matematyczng Doktorantki.

W Rozdziale trzecim Autorka zajmuje si¢ operatorem %D“ czyli ztozeniem zwy-
ktej pochodnej oraz pochodnej Caputo. Operator ten mozna zapisa¢ w innej postaci z
wykorzystaniem pochodnej Riemanna-Liouville’a jednak wtedy otrzymujemy dodatkowy
bardzo osobliwy skladnik. Rozdzial jest zaaplikowaniem standardowej teorii potgrup do
pokazania, ze powyzszy operator generuje analityczna potgrupe kontrakeji dziatajacym
ze swojej dziedziny

D,={ue H7(0,1) 1 uy € oH(0,1), u(l) =0}, (4)

w L%(0,1). Korzystajac z twierdzenia Lumera-Phillipsa Doktorantka pokazuje najpierw,

ze %D“ tworzy Co-polgrupe kontrakcji, a pozniej, ze jest operatorem sektorialnym (wy-
cinkowym). Dalsze rozumowanie prowadzi do udowodnienia analitycznosci potgrupy co
implikuje istnienie, jednoznaczno$¢ oraz odpowiednia regularnos¢ rozwigzania zagadnie-

nia parabolicznego
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co poniekad jest wstepem do dalszych rozwazan o zagadnieniu ze swobodnym brzegiem.
Dalsza czes$é rozdziatu to wykorzystanie tych wynikow do zagadniefi z ré6znymi warian-
tami niejednorodnych warunkéw brzegowych, na przyklad Dirichleta «(0,t) = g(t) lub z
zadanym strumieniem D%u(0,t) = h(t). Chcialbym podkregli¢, ze nawet samo sprawdze-
nie zalozen klasycznych twierdzeni o potgrupach nie jest bynajmniej trywialne i wymaga
duzego kunsztu, doktadnosci oraz zrecznosci w postugiwaniu si¢ operatorami catkowymi.
Doktorantce udaje sie réwniez rozszerzy¢ swoje wyniki na niejednorodnoéci f niebedace
w L%, co ma zwigzek z osobliwoscia zwigzang z warunkiem Neumanna. Wtedy bardziej
praktyczna okazuje siec metoda energetyczna, ktorej stosowanie wymaga duzej ostroznosci
i pomystowosci w odcinaniu sie od punktu osobliwego. Doktorantka w bardzo elegancki
sposéb laczy tutaj teorig polgrup z jezykiem rozwigzan stabych. Caloéé opublikowana
zostata w pracy [2].

Kolejny, czwarty rozdzial, jest zastosowaniem wynikow otrzymanych w Rozdziale trze-
cim do rozwigzania zagadnienia Stefana z przestrzenng nielokalnoScia,
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s'(t) = —(D*u)(s(t),t), dlat e (0,7).

Jest to glowny problem, ktory lezy w centrum rozprawy doktorskiej. Wyniki tego roz-
dzialu zostaty opublikowane w [3]. Strategia rozumowania pokrywa si¢ z klasycznym
podejsciem do problemu Stefana. Najpierw zakladamy, ze funkcja s = s(t) jest znana



dzigki czemu latwo transformujemy zagadnienie do zadanego na dziedzinie cylindrycz-
nej. Pozniej zastosowanie teorii operatoréw ewolucyjnych pozwala na uzyskaniu wyniki o
istnieniu, jednoznacznosci oraz regularnosci. Nastepnie za pomoca odpowiedniej zasady
maksimum oraz twierdzenia Schaudera o punkcie stalym pokazujemy, ze para (u, s) jest
rozwigzaniem zagadnienia ze swobodnym brzegiem. Ostatecznie wynik o monotonicznej
zaleznoéci od danych wejsciowych pozwala uzyska¢ jednoznacznoéé. Nawet w klasycznym
ujeciu zaden z powyzszych krokow nie jest trywialny i wymaga doktadnej analizy i szcze-
gotowych rachunkow. W przypadku nielokalnym, natomiast, sytuacja jest jeszcze bardziej
skomplikowana. Doktorantka $wietnie sobie radzi ze wszystkimi trudno$ciami co wymaga
ogromne] uwagi w przeprowadzaniu rachunkow z operatorami calkowo-rézniczkowymi
oraz odpowiednio ogélnego spojrzenia na teorie. Sama adaptacja klasycznego rozumowa-
nia do przypadku utamkowego jest wyczynem wymagajacym duzej biegloéci w analizie
oraz glebokiego rozumienia faktow. Moja uwage szczegolnie przykul Podrozdzial 4.2.1
gdzie Doktorantka dowodzi kilku zasad maksimum dla operatora Caputo D® W Lema-
cie 4.11 udaje si¢ jej ostabi¢ zalozenia o regularnosci w stosunku do znanego wczesniej
wyniku. Dodatkowo interesujace sa wyniki podajace oszacowania a-priori rozwigzania
nielokalnego w przestrzeni zagadnienia Stefana. Ten dlugi i ciekawy rozdzial koniczy sie
konkretnym rezultatem, w ktérym Autorka konstruuje rozwigzanie samopodobne. Po
odnalezieniu odpowiedniej grupy symetrii rozumowanie wiedzie Doktorantke do analizy
zagadnienia zwyczajnego cho¢ nielokalnego w zmiennej samopodobnej. Udaje sie jej
skonstruowac rozwigzanie podane w postaci jawnej za pomoca szeregu z dwoma statymi
catkowania, ktore nastepnie sa wyznaczone przez zastosowanie warunkéw brzegowych
(réwniez nietrywialne rozumowania). Wydaje mi sie, ze przy odrobinie rachunkéw mozna
przedstawi¢ rozwigzanie ogolne (4.80) w innej postaci z wykorzystaniem funkcji Mittag-
Lefflera z trzema indeksami. Nie sprawdzitem tego faktu i jest to jedynie moja hipoteza.
Podsumowujac uwazam Rozdzial czwarty za najciekawszy i najwazniejszy w rozprawie
gdzie Doktorantka udowodnita bardzo duzo istotnych rezultatéw i pokazala swoja wysoka
kulture i klase matematyczna,.

W ostatnim juz, Rozdziale pigtym, Doktorantka rozwaza zagadnienie Stefana z cza-
sowg nielokalno$cig i konstruuje samopodobne rozwiazanie tego zagadnienia. Wyniki tego
rozdzialu zostaly opublikowane we wspoélnej pracy z promotorem dr Kubica [1]. Rozu-
mowanie jest podobne do tego zamieszczonego na koncu poprzedniego rozdziatu. Jednak
przez inng nature nielokalno$ci wyniki sa odmienne i trudniejsze. W szczegolnoéei jawna
posta¢ rozwiazania jest bardzo skomplikowana i zdefiniowana przez kilkukrotnie itero-
wang, catke z funkceji stabo osobliwych lub danych szeregiem rekurencyjnym. Powoduje
to znaczacy wzrost trudnosci w dalszych rozwazaniach. Nawet zaaplikowanie warunkow
brzegowych nie jest latwym zdaniem. Mi szczegolnie spodobalo sie eleganckie rozumo-
wanie pokazujace dodatnio$¢ rozwigzania. Rozdzial konczy sie $cistym pokazaniem, ze
wraz z & — 17 powyzsze rozwiazanie dazy do rozwigzania klasycznego.

2 Uwagi
Doktorantka wybrala jezyk angielski jako ten, w ktorym napisala swoja rozprawe. We-

dlug mnie postuguje sie nim na bardzo dobrym poziomie. Edytorska cze$é¢ pracy sprawia
dobre wrazenie: jezyk jest czytelny, dosy¢ pltynny, a komunikacja z czytelnikiem spelnia



normy dyskursu naukowego. Przypadki, w ktorych opisy rozumowan staja si¢ herme-
tyczne lub statyczne stanowia jedynie wyjatek w ogolnie bardzo dobrze przygotowanej
rozprawie. Znalaztem dostownie kilka literowek i bledow jezykowych, ktore w zaden spo-
s6b nie powodujg utraty czytelnosci:

str. 11, drugi akapit: powinno by¢ ,power-law”,

str. 13, Introduction: powinno by¢ ,into two parts’ (bez ,the”),

str. 13, 2.1.1. Function spaces: powinno by¢ , Absolutely continuous” (bez ,,The”),
str. 16, Proposition 2.5: ,,A be a non-negative operator” (nie ,an”),

str. 19, Theorem 2.11: Czy zamiast ,nevertheless” nie powinno byé ,moreover”?
Podobnie w Theorem 3.6.

Jesli chodzi o wybor materialu oraz matematyczng zawarto$é¢ pracy mam kilka drob-
nych uwag zwigzanych z notacja.

W Definicji 2.2 (i w wielu miejscach dalej) pojawia si¢ przestrzen L?(0, L). Czytelnik
bez problemu orientuje sie w tej kwestii jednak, dla mnie, uzycie L jako oznaczenia
przestrzeni Lebesgue’a oraz prawego konca odcinka nie jest najlepszym wyborem.
Rozumiem tez, ze jest to czesto uzywana notacja, ktorg mozna spotkac¢ w literaturze.

Na dole strony 32 wymieniony powyzej odcinek (0, L) uzyty w definicjach wielu
przestrzeni funkcyjnych zostaje zastapiony az do konca rozprawy przez (0,1). By¢
moze warto od samego poczatku uzy¢ tego ostatniego?

Wydaje mi sie, ze przestrzenie o H® oraz " H® wprowadzone na dole strony 32 (bez
etykiety ,,Definition”) z uwagi na swoja wage powinny by¢ zdefiniowane wczesniej.
Byé¢ moze mogloby to by¢ zaraz po Definicji 2.2. Przestrzenie te sg Scisle zwig-
zane z dziedzinami operatorow calkowania i rozniczkowania utamkowego i przez to
zastuguja na osobne wyrédznienie.

Niektore oznaczenia zbioréw moglyby by¢ bardzo krétko opisane kilkoma wyrazami.
Na przyklad przestrzen operatoréw ograniczonych B (str. 14) oraz zbior rezolwenty
p(A) (str. 15).

Autorka wybiera D jako oznaczenie dziedziny operatora (na przyktad D(A)), oraz
jako pochodng w sensie Caputo (na przyktad D* f). Moze to rodzi¢ napisy w postaci
D(D®), ktore moga sugerowac, ze mamy do czynienia ze zlozeniem operatoréw,
a nie zbiorem. W (3.2) pojawia si¢ dziedzina D(:ZD®), w ktorej definicji znow
pojawia si¢ dwukrotnie litera D i oznacza co innego. Tutaj jednak Doktorantka
wprowadza oznaczenie D,, ktore jest znacznie lepsze. Moze czytelniej by byto od
samego poczatku uzywaé D jako oznaczenia dziedziny operatora?

Sadze, ze notacja dla podstawowych operatoréw pochodnych: Riemanna-Liouville’a
oraz Caputo moglaby by¢ wybrana inaczej. Gléwny cel rozprawy to analiza rownar
czastkowych. Zatem rézniczkowanie (utamkowe) wzgledem odpowiednich zmien-
nych powinno byé¢ zaznaczone wyraznie. Wszystko by bylo w porzadku gdyby



rozwazana byta tylko nielokalno§¢ w przestrzeni - wtedy mozna by byto uméwié sie
z Czytelnikiem, Ze operatory dotycza jedynie zmiennej z. Problem pojawia sie w
przypadku analizy zagadnienia z czasowa nielokalnoscig gdzie wystepuje operator
D;”_l(m), ktory rozniczkuje wzgledem t. Oczywiscie Doktorantka od razu podaje
odpowiednig definicje i nie powoduje to utraty zrozumienia przez Czytelnika. Jed-
nakze wprowadza to drobny konflikt z oznaczeniami przyjetymi dla pochodnych po
przestrzeni: gdyby$my chcieli obliczy¢ pochodng Caputo na odcinku [a, T'] powinni-
smy napisa¢ Dg co wymagaloby dodatkowego zastanowienia si¢ nad réznicg miedzy
wersjg czasows. Oczywiscie ten dobor notacji nie jest to zadnym powaznym uchy-
bieniem i zapewne wzigl si¢ z tego, ze Rozdzial piaty dotyczy innego zagadnienia
niz dwa poprzednie.

Przejdg teraz do uwag zwigzanych z merytoryczna zawartoscig pracy. Prositbym Dok-
torantke o krotkie ustosunkowanie si¢ do nich podczas publicznej obrony rozprawy.

Czy szereg wystepujacy w rozwigzaniu samopodobnym zagadnienia Stefana (4.80)
moze by¢ przedstawiony jako pewna funkcja specjalna? Byé moze bedzie ona nale-
zala do rodzinny funkcji Mittag-Lefflera w odpowiedniej wersji?

Jaka polgrupe generuje operator D, (@) bedacy podstawowym obiektem w nielo-
kalnym w czasie zagadnieniu Stefana? Czy daloby si¢ w tej sytuacji przeprowadzié
podobng analiz¢ istnienia, jednoznacznosci oraz regularnosci jak w przypadku nie-
lokalnym w przestrzeni?

Czy istniejg fizyczne i matematyczne przestanki na uogélnienie nielokalnego w prze-
strzeni zagadnienia Stefana na wyzsze wymiary? Jaki operator nielokalny mogtby
sie wtedy pojawic¢?

Wedtug mnie w rozprawie bardzo brakuje stosownego podsumowania wynikéw oraz
zestawienia z przypadkiem klasycznym. Zwlaszcza interesujace bytoby poréwnanie
regularnodci rozwigzan w obu przypadkach. Czy mozliwe sa tam jakie§ istotne
roznice?

Czy z matematycznego punktu widzenia (ale fizyczne ujecie byloby réwniez bardzo
mile widziane) jest mozliwe uzycie utamkowego Laplasjanu w miejsce operatora
%D“? Czy mialoby to zwiazek z rozszerzeniem dziedziny przestrzennej na zbior
R?

Chciatbym podkresli¢, ze powyzsze komentarze w zadnym aspekcie nie umniejszajg wy-
sokiej jakosci wynikow uzyskanych przez Pania Ryszewsks. Mam jednak nadzieje, ze byé
moze pomoga w dalszej pracy nad zagadnieniami w tym i pokrewnych tematach.

3 Konkluzja

Moja ocena rozprawy doktorskiej mgr Katarzyny Ryszewskiej jest bardzo dobra. Uwa-

zam,

ze Doktorantka udowodnila w niej fakt, ze orientuje sie w teorii rownan réznicz-

kowych czastkowych na tyle biegle, ze potrafi wykorzystywaé jej narzedzia aby badad
zagadnienia zwigzane z analiza operatoréw nielokalnych. Ponadto czynigc to postuguje
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sie wieloma obiektami w wyjatkowo sprawny sposob przeprowadzajac czesto skompliko-
wane rachunki. Z pewnoscig wyniki otrzymane przez Doktorantke beda mialy znaczacy
wplyw na $wiatowa literature. 7 jednej strony poruszony temat jest aktualny i wazny,
a z drugiej jakos¢ wynikow Pani Ryszewskiej jest bardzo wysoka. Aby poprze¢ te teze
nadmienie, ze jedna z prac Autorki [3] opublikowana zaledwie kilka miesiecy temu, jest
juz cytowana przez prace J.L. Vasqueza, J.Endala oraz F. del Teso [4]. Dwoch pierw-
szych autorow to Scista czotowka $wiatowa w réwnaniach czastkowych, natomiast trzeci
jest wybitnym doktorantem pierwszego. Jestem pewien, ze jest to jedynie wierzcholek
gory lodowej dalszych sukcesow naukowych Doktorantki.

7 calym przekonaniem uwazam, ze przedstawiona rozprawa doktorska spelnia z nad-
datkiem ustawowe i zwyczajowe wymagania stawiane rozprawom doktorskim w dyscy-
plinie matematyka. Wnosze o dopuszczenie Doktorantki do dalszych etapéw
przewodu doktorskiego. Ponadto ze wzgledu na wysokiej klasy wazne, trudne
i liczne wyniki otrzymane przez Doktorantke chcialbym wysunaé wniosek do
Rady Naukowej Dyscypliny Matematyka Politechniki Warszawskiej o wyroz-
nienie niniejszej rozprawy doktorskiej.
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